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" a,, cos(nz) + by Sin(ne)

) + 2sinf

Any

mz +cr+kxr=0

Riassunto degli argomenti del corso e lista di possibili domande.
Questo volume si legge dopo le note del corso, di cui ripercorre i risultati in forma compatta;
gli esercizi svolti stanno in un terzo volume.


https://bery2001.codeberg.page/CNUM/
https://bery2001.codeberg.page/CNUM/esercizi/




r'

sin(nx)
. h.ﬁ,hlll‘«." /
= \ a ((]\ ”.l I

.jill

[@m1 - a,;mJ

= / = A

Formulario del corso. Le sezioni seguono ’ordine dei capitoli: ognuna rimanda al capitolo in

cui 'argomento e svolto per esteso, con le ipotesi e le dimostrazioni. Qui ci sono solo le formule
da avere sotto gli occhi.

2.1 Sistemi lineari: metodi diretti
Capitolo di riferimento: Metodo di eliminazione di Gauss, Fattorizzazione di Cholesky

Matrice di Frobenius

ai
ay 0 az/a
. Sl Fl = I —_ e}— ’Ul =
: U1 a /a
an n 1
per cui
aq aq
a 0
F1 .2 =1 .
a, 0
ed
a
: 0
a ; ajy1/ag
= F.=1I- e; v = :
Af+1 0 a /ak
: Vi n
an

per cui


https://bery2001.codeberg.page/CNUM/chapters/01_Sistemi_lineari_diretti/1_gauss.html#sec-gauss
https://bery2001.codeberg.page/CNUM/chapters/01_Sistemi_lineari_diretti/2_cholesky.html#sec-cholesky
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a a
ag ak
F, =
Af+1 0
an 0
inoltre
1 0 0
1 :
L =
1
V1 V2 Vp—q1 1

Cholesky: passo generico

Per A simmetrica definita positiva, A = R" R con R triangolare superiore. Al primo passo

1
a a' 1 07 Ja —a'
A:< ~>:R1r< >R1, R1: \/E
a A 0 A 0 I, .

e si itera su A’. Costo ~ n3/3 flop, meta di Gauss'; nessun pivoting necessario.

2.2 Fattorizzazione QR

Capitolo di riferimento: Metodo QR per sistemi lineari, Costruzione della fattorizzazione QR, La
pseudo inversa di Moore-Penrose

Rotazione di Givens

b 0
G- cosf sinf c0s 0 = a sin 0 = b
~ \—sinf cosf N T JaZ + b2
Riflessione di Householder
x1 ||
X2 0
=], —
Xn 0
x1 + sl
-
VU
H=1I-2 , v=a+ s|x|e, = 2 s = sign(x)
v

Xn

1Carl Friedrich Gauss (1777-1855)


https://bery2001.codeberg.page/CNUM/chapters/02_Fattorizzazione_QR/1_QR_teoria.html#sec-qr
https://bery2001.codeberg.page/CNUM/chapters/02_Fattorizzazione_QR/2_QR_costruzione.html#sec-qr-costruzione
https://bery2001.codeberg.page/CNUM/chapters/02_Fattorizzazione_QR/3_MOORE_PENROSE.html#sec-moore-penrose
https://bery2001.codeberg.page/CNUM/chapters/02_Fattorizzazione_QR/3_MOORE_PENROSE.html#sec-moore-penrose
https://it.wikipedia.org/wiki/Carl_Friedrich_Gauss
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Pseudo-inversa di Moore-Penrose

A" ¢ I'unica matrice che soddisfa le quattro condizioni di Penrose?

AATA = A, ATAAT = A7, (ATA)" = A" A, (AANH)T = AA"
Se A ¢ quadrata non singolare allora A* = A~!. Per un vettore, a* = (a-a) 'a’.

Interpolazione polinomiale

Capitolo di riferimento: Interpolazione Polinomiale, Interpolazione di Lagrange, Interpolazione di
Newton, Esempio di Runge

Errore di interpolazione

(n+1)
£ = p) = T = 3= ) G- )
con { € I(x, Xo, X1, ..., Xp)
Interpolazione di Lagrange
12 u
Li(x) = fl((;i)) t(x) = :E)[(x - xj)

J#i

p(x) = yoLo(x) + y1L1(x) + -+ + YuLn(x)
Interpolazione di Newton

p(x) = flxo]wo(x)
+ flx0, x1]w1(x)
+ flxo, x1, x2]wo(x)

+ flxo0, X1, X2, ..., X ] wn(x)

base polinomiale per il metodo di Newton

(A)o(X) =1
w1(x) = x — x0

w2(x) = (x — x0)(x — x1) = w1(x)(x — x1)

wn(x) = (x = x0)(x = x1) = (X = Xp—1) = Wp—1(x)(x = Xp—1)

Differenze divise

f[a,‘] _f[.’ b]

R

“Roger Penrose (1931)


https://bery2001.codeberg.page/CNUM/chapters/03_Interpolazione_polinomiale/1_interpolazione.html#sec-interpolazione
https://bery2001.codeberg.page/CNUM/chapters/03_Interpolazione_polinomiale/2_interpolazione-di-lagrange.html#sec-lagrange
https://bery2001.codeberg.page/CNUM/chapters/03_Interpolazione_polinomiale/3_interpolazione-di-newton.html#sec-newton-interp
https://bery2001.codeberg.page/CNUM/chapters/03_Interpolazione_polinomiale/3_interpolazione-di-newton.html#sec-newton-interp
https://bery2001.codeberg.page/CNUM/chapters/03_Interpolazione_polinomiale/fenomeno-runge.html#sec-runge
https://it.wikipedia.org/wiki/Roger_Penrose
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Scelta dei nodi: Chebyshev

n+l1

Su nodi equispaziati la costante di Lebesgue® cresce come A, = : da qui il fenomeno

ne(lnn+y)’
di Runge®. I nodi di Chebyshev” la riportano a crescita logaritmica:

a+b b-a 2k +1 a+b b-a kr
X = + cos| , X = + cos | —
2 2 2n+ 2 2 2 n

(Chebyshev e Chebyshev-Lobatto). L’errore di interpolazione resta entro un fattore 1 + A, da
quello della miglior approssimazione.

Integrazione numerica

Capitolo di riferimento: Integrazione numerica, Integrazione composita

Trapezi
b h = b-a
[ redx =3 |f@+ foy 2 3 fn| - Tt
a k=1 —
termine di errore
formula quadratura
Simpson

b h b—
/ FG)dx = S [fGr0) + 4f () + 20(e) + 4fGxs) + = + 4 f (o) + Flen)] = = FOQ)
Errore integrazione per intervallo (-1,1)

2
Trapezi : ¢ = —gg”(z)

1
Simpson : c¢=-——g""(z
p %08 (2)
Gauss 22m 1 (m1)4

— (2m)
Legendre €= (2m + 1)((2m)!)3g )

Trasformazione per l'intervallo [a, b]:
- _ 1/p
N> (b a) <|c|(b a)Mp>
2 2¢€

Capitolo di riferimento: Zeri di funzione, Iterazioni di punto fisso, Zeri di polinomi

Zeri di funzione

*Henri Léon Lebesgue (1875-1941)
*Carl David Tolmé Runge (1856-1927)
SPafnutij L'vovi¢ Cebysév (1821-1894)


https://bery2001.codeberg.page/CNUM/chapters/04_Integrazione_numerica/1_integrazione_numerica.html#sec-integrazione
https://bery2001.codeberg.page/CNUM/chapters/04_Integrazione_numerica/2_integrazione_composita.html#sec-integrazione-composita
https://bery2001.codeberg.page/CNUM/chapters/06_Zeri_di_funzione/1_zeri.html#sec-zeri
https://bery2001.codeberg.page/CNUM/chapters/06_Zeri_di_funzione/4_zeri_punto_fisso.html#sec-punto-fisso
https://bery2001.codeberg.page/CNUM/chapters/06_Zeri_di_funzione/6_zeri_di_polinomi.html#sec-zeri-polinomi
https://it.wikipedia.org/wiki/Henri_Lebesgue
https://it.wikipedia.org/wiki/Carl_Runge
https://it.wikipedia.org/wiki/Pafnutij_L%27vovi%C4%8D_%C4%8Ceby%C5%A1%C3%ABv
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Newton secanti Halley
fCxr)

Xk+1 = Xk — f,(Xk.)’

Gk = 1) f (k)
fGa) = flk-1)

S f ()
£ = - fGa /a0

Xk+1 = Xk

Xk+1 = Xk —

Verifica numerica dell’ordine con radice « nota

1 X1 — ]
og
~ IXpr2 — ]
1 Xk —al
og
X1 — ]

Punto fisso: convergenza e ordine

a = g(a) e g lipschitziana su I = [a — p, @ + p] con costante L < 1: le iterate xx; = g(xy) restano
in I, convergono ad « ed a € I'unico punto fisso in I.

‘g(x)—g(x’)|§L‘x—x”, 0<L<1
L’ordine si legge dalle derivate in a: se g’(«) = - = g®®Y(a) = 0 e g (a) # 0 il metodo ha
ordine p. Newton® su radice semplice ha p = 2, sulle secanti p = (1 + +/5)/2 = 1.618, Halley’

p=3

2.6 Sistemi lineari: metodi iterativi

Capitolo di riferimento: Metodi Iterativi per Sistemi Lineari
Schema generale

Pz =b+ Qxy

nota: mai invertire P.

Table 2.1: Quadro riassuntivo metodi iterativi classici

Jacobi Gauss-Seidel SOR
P D D-L D .
o
Q L+U U T°pyuU
D 11
I-pP'A D (L +U) (D - L)'U <—L> <_“’D+U>
w w

Per il calcolo del raggio spettrale evitando I'inversione della matrice P

0=|P7'Q-AI|=|P7|Q-AP|

j240) #0 q(d)

®Isaac Newton (1642-1727)
"Edmond Halley (1656-1742)


https://bery2001.codeberg.page/CNUM/chapters/07_Sistemi_lineari_iterativi/1_metodi_iterativi.html#sec-metodi-iterativi
https://it.wikipedia.org/wiki/Isaac_Newton
https://it.wikipedia.org/wiki/Edmond_Halley
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Criterio di convergenza

Lo schema Pxy,; = Qxy + b converge per ogni dato iniziale se e solo se

—

o(P'Q)< 1

Condizione necessaria per SOR: w € (0, 2).

o(QP"~

2.7

H<i1

Equazioni differenziali ordinarie: Runge-Kutta

Capitolo di riferimento: Equazioni Differenziali Ordinarie, Metodi di Runge-Kutta

s s cl A
Vi+1 :yk"‘ZbiKi, Kizhf<tk+cih,yk+zainj>,
i=1 j=1 bT
ordine2
’ ordinel )
r N ) 1 1
Al=¢, b-1=1, b-c=—-, b-cc=-, b-d=-
— 2 3 6
consistenza
ordine3
1 1 1 1
b-c’=-, (b®c)-d=-, e c*=—, e-d=—
4 8 12 24 ordine4
d= Ac, e=ATb, c=c®ec, Ac=c®c®c

Ordine di convergenza

Errore asintotico
o y(x) soluzione analitica
e Vi soluzione numerica in xj

Ep = nlﬁlgi lyk = y(xi)| = Ch?.

stima dell’errore

Stabilita assoluta

Capitolo di riferimento: Stabilita assoluta
Applicando un metodo a un passo all’equazione test z/ =
q = hA; per un metodo di Runge-Kutta

R(g)=1+ qu(I -qA)™1,

« metodo esplicito = R polinomio = S limitata
o A-stabile: Re(q) < 0 = q € S (solo metodi impliciti)
o L-stabile: A-stabile e R(q) — 0 per |g| = oo

S:{q:

Az si ottiene z,+1 = R(q)z, con

R(q)l <1}


https://bery2001.codeberg.page/CNUM/chapters/08_Equazioni_differenziali/1_ODE_teoria.html#sec-ode
https://bery2001.codeberg.page/CNUM/chapters/08_Equazioni_differenziali/4_RK.html#sec-rk
https://bery2001.codeberg.page/CNUM/chapters/08_Equazioni_differenziali/5_STABILITY.html#sec-stabilita-assoluta
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Table 2.2: Funzioni di stabilita dei metodi a un passo.

R(q) R~ A L
Eulero esplicito 1+ gq [-2,0] no no
2

RK2 1+q+ q? [-2,0] no no
k

RK4 Y cs % ~ [~2.785,0] no no
LK

Eulero implicito T (—00,0] S si

—q

1+q/2

Trapezi 9/ (=00, 0] si no
1—gq/2

Problema stiff: rapporto max [ReA;|/ min [Red;| grande. Il passo di un metodo esplicito &

allora dettato dalla stabilita (hA; € S per ogni j) e non dall’accuratezza.
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o Come si scrivono (quale forma hanno) le matrici di Frobenius usate nella fattorizzazione
LU?
« Com’é fatta la base di polinomi nell’interpolazione di Lagrange'?
o Com’e fatta la base di polinomi nell’interpolazione di Newton??
o Che cosa afferma il teorema di approssimazione di Weierstrass?
- Sia data una funzione continua f : [a,b] - R ...[completa]
o Che cosa afferma il problema di approssimazione di Bernstein®?
— Sia data una funzione continua f : [0,1] = R ...[completa]
o Che cos’¢ il fenomeno di Runge*?
« Che cosa afferma il teorema di Rolle®?
o Quale ¢ la formula dell’errore e(x) = f(x) — p(x) nella interpolazione polinomiale per la
funzione f(x).

(n+1)

1. e(x) = Jz(n_:)f;)wnﬂ(gv) per { € I(xo, ..., Xp, X)
n+1

2. e(x) = Jz(n)_i_f){!)wnﬂ(x) per { € I(xg, ..., Xp, X)

3. e(x) = f n'(év) Wn+1(x) per € I(xg, ..., Xp, X)
(n+2)

4. e(x) = Jznjz()é?wnﬂ(x) per { € I(xo, ..., Xp, X)

5. Sono tutte sbagliate

o Quale tra queste espressioni é la ricorrenza per le differenze divise per la funzione g(x)
— g
O O
gla,...]+ gl..., b]
2. A
gla..... b] =
3. gla,...,b] = gla,..] — gl..., l;)]
4 ola.. b] = gla,...]—gl..., b]

5. Sono tutte sbagliate
« Cosa vuole dire che la successione x, converge ad « linearmente (q-linearmente)?

Joseph-Louis Lagrange (1736-1813)
Isaac Newton (1642-1727)

3Sergej Natanovi¢ Bernstejn (1880-1968)
*Carl David Tolmé Runge (1856-1927)
SMichel Rolle (1652-1719)


https://it.wikipedia.org/wiki/Joseph-Louis_Lagrange
https://it.wikipedia.org/wiki/Isaac_Newton
https://it.wikipedia.org/wiki/Sergej_Natanovi%C4%8D_Bern%C5%A1tejn
https://it.wikipedia.org/wiki/Carl_Runge
https://it.wikipedia.org/wiki/Michel_Rolle

Chapter 3. Elenco domande

« Cosa vuole dire che la successione x, converge ad « quadraticamente (q-quadraticamente)?
o Cosa vuole dire che la successione x, converge ad o super-linearmente (q-superlineare)?
o Quale tra questi metodi non € un metodo iterativo basato sullo splitting

Metodo SOR

Metodo di Jacobi®

Metodo di Gauss-Seidel’

Metodo di eliminazione di Gauss

5. Sono tutti basati sullo splitting

L e

o Scrivere la formula di quadratura Midpoint per 'integrale fa b f(x)dx

o Scrivere la formula di quadratura dei Trapezi per I'integrale fa b f(x)dx

« Dato il sistema lineare Ax = bcon A = D + L + U. Scrivere lo splitting corrisponde al
metodo di Jacobi/Gauss-Seidel

« Dato il seguente metodo iterativo Pz = b + Qxy. Quale é la condizione da soddisfare
per dire che il metodo é convergente?

e Qual é la definizione corretta del raggio spettrale di una matrice A?

o Scrivere la definizione di f(x) Lipschitz® continua?

o Nel teorema di esistenza di Peano per ODE che proprieta deve avere f(x, y)?

« Dato il sistema sovradeterminato (con piu righe che colonne) Ax = b, con A di rango
massimo, che cosa rappresenta la soluzione @ = A*b?

®Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851)
"Carl Friedrich Gauss (1777-1855) e Philipp Ludwig von Seidel (1821-1896)
8Rudolph Otto Sigismund Lipschitz (1832-1903)


https://it.wikipedia.org/wiki/Carl_Gustav_Jacob_Jacobi
https://it.wikipedia.org/wiki/Carl_Friedrich_Gauss
https://it.wikipedia.org/wiki/Philipp_Ludwig_von_Seidel
https://it.wikipedia.org/wiki/Rudolf_Lipschitz
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costante di Lebesgue, 10 equispaziati, 10
differenze divise, 10, 15 ordine di convergenza, 12
eliminazione di Gauss, 16 pivoting, 8
equazione problema
test di Dahlquist, 12 stiff, 13
errore pseudo-inversa di Moore-Penrose, 9

di interpolazione, 9, 10 )
raggio spettrale, 11, 16

fattorizzazione rotazione di Givens, 9
LU, 15 -
OR, 8 splitting, 16

stabilita
A-stabilita, 12
assoluta, 12
L-stabilita, 12

fenomeno di Runge, 15
formule di quadratura, 16
dei trapezi, 10, 16

di Simpson, 10

teorema

interpolazione
p di Rolle, 15

di Lagrange, 10, 15
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matrice
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simmetrica definita positiva, 8
metodi di Runge-Kutta, 12
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